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RAPPEL SUR LE PROBLEME A UN PAS DE TEMPS

Le vendeur de journaux : probléme dynamique

in Ewliu,X
ueg{r};(rll,xo w[7(u, X)]

sous contraintes
X, =x X, :f(XO,u7 W1)

avec

flu,w):=x+u—w
I, x) := cplsoy 4 cu + a (cs(x)+ + em(—x)+)

Le <« stock » X, peut étre positif (c’est alors un stock physique) ou
négatif (c’est alors moins la quantité de manquants)

La loi de la demande W, est supposée connue (de moyenne finie).
a € (0,1] est un taux d’actualisation (valoriser des gains futurs a
I'instant présent).
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LE PROBLEME A HORIZON T

Le probléme sur un horizon fini

T-1
. t~
Join Ew [; ' J(U, X, )

sous contraintes
X, =x XtJrl :f(Xt, u,w

H—l)

» Laloi de la demande W, est supposée connue (de moyenne
finie) pour tout £.

» On sera amené a supposer que les demandes (W, W,,..., W)
sont indépendantes.

» « € (0,1] est un taux d’actualisation (valoriser des gains futurs a
I'instant présent).
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LE PROBLEME A HORIZON T SOUS UNE FORME

CANONIQUE

Le probleme sur un horizon fini

q T
Jnin Ew Zact U,,X,) + a"K(X )]

sous contraintes

X,=x X,,,=fX,U,W

1 = 1)

avec

cr(u, x) = crllfusop + et + ¢s(x)+ + em(—x)+
co(u, x) = crllysoy + cu
x) = cs(%) 4+ + cpm(—x) 4

pagit
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CALCUL DU cOUT

7(uo0,x1)

o, x1) + aj(ur, x2) = crlfyysoy + cuo + o (cs(x1) + + cm(—x1)4)

J(u1,x2)

+ a (el oy + cur + a (cs(x2) + + cm(—x2)+))
co(to,%0)
—
= crllfuy>0y + cuo

c1(u1,x1)

+ a (cplju, >0y + cu1 + cs(x1) 4 + em(—x1)+)
K(x2)

+a? (cs(x2) 4 + em(—x2) 1)

= ¢o(up, x0) + acy(u1,x1) + aZK(xz)
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LA CONTRAINTE DE NON ANTICIPATIVITE

v

On suppose que le vendeur de journaux chaque jours note la
valeur de la demande qui s’est réalisée et conserve cette valeur.
» Alinstant t, il connait (W, - -- , W;) et X, et peut utiliser cette
information pour calculer sa commande de journaux U,.
» On pourrait donc choisir pour U les commandes de journaux qui a
l'instant ¢ sont fonction de (X, Wy, -+ , W;).

Si les bruits sont indépendants et indépendants de X, on peut
montrer que la stratégie optimale pour des fonctions de

(X, Wy, -+, W,) ne dépend a l'instant ¢ que du stock X,. La
forme de la fonction cotit a son importance dans ce résultat.

Noter que dans le cas des chaines de Markov données par leur
matrices de transition le < bruit » n’est pas observé.

On parle d’observation compléte si on observe 1’état de la chaine
de Markov.
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ON COMMENCE PAR UN PROBLEME AVEC JUSTE UN
cOUT FINAL

Probleme (Py) démarrant en x a l'instant initial t = 0 :

Vo(x) = X{‘g}é‘u E[K (X;)],

s.c. X, = x fixé,

Xt+1 :ft (Xt’utth_H) ’ \V/t:O,...,T—l,

> Lesbruits W = (W, )1, .. 1.
> Les controles U = (U,);—o
> Les états (X,)i—o,... . -1

T—-1-

.....
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DYNAMIQUE MARKOVIENNE

Hypotheses Markoviennes : bruits X, W, ..., W, indépendants et
les W, ont méme loi.
» Matrice de transition : dynamique non controlée f : X x W — X

X = f(X}, Wt+1) P(x,y) = P(f(x7 W) = y) J

» Matrice de transition : dynamique contrélée f : X x U x W — X
avec politique Markoviennes (¢s)scjo,r—1), U; = ¢+(X,)

X1 = f(X;, ¢(X)), t+1) Py(x,y) = (f = y) J

Pour u € U, soit P := P(f(x,u, W;) = y). Pour une politique
(¢s)sefo,r—1) Markoviennes, P? définie par P? (x,y) := P%™(x,y)

X1 = f(X,, pe(X,), t+1) P;b(xa y) = P(bf(x)(x)y) ’
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UNE FAMILLE DE PROBLEMES

» Probleme (Py,) démarranten x a fy :

avec X, =x, X4 =fi (X, (X)W,
» Probleme (P';,) démarranten p a g :

Vi () = min v (k)

Vi () =2
avec fuy, = pi,  jus1 = Py

> Dynamique fir+1(y) = Y, 1u(x) Py
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LIENS ENTRE LES FONCTIONS VALEURS Vﬁ;(-) ET fo) (+)
Ona:

Vi) = (. VE) = D HEROVE) et Vi) = Vi (6() J

En effet :
» Probleme (P;,) démarranten x & fy :

VP(x) = (Pf -+ P}_1K)(x)
(Par exemple pourt =T — 1 V?_l(x) = ZP?_l(x,y)K(y))

yex

» Probleme (P';,) démarranten pat:
Vi (n) = pPf - Py K

(Par exemple pourt =T — 1 V?_l(u) = Z ,u(x)P?_l(x,y)K(y))
x,yeX
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LEcCAST =1
XO =X
V(x) = E[K(X,)] = Y PryK(y)

la loi de X, est p
V(u) = E[KX,)] =Y p(x) Y PeyK(y)
x y

On obtient

V() = p@)V(x) = (V) ,
Y
et

V(dx) = Z Oy (x) pr,yK(y) = Zﬂ(x)Px’,yK(y) =V().
x y

y
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FORMULE RECURSIVE POUR V,

On a la relation suivante :
Vi() = min Vg (uP?)

Preuve : Le probleme (P’;) démarranten p1a f:

Ve(p) = min pPf PP K

> Al'instant ¢, P ne dépend que de la fonction ¢;.
> Le vecteur ligne ,uP?; est a éléments positifs (c’est une loi de

probabilité)
V() = rrgtn <,qu>, (gsl)isr; Pf:_l .. .P?_1K>

Vi(p) = min <Mpfa Vt+1(')> = néin\?m(uPZ’)

12/24
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FORMULE RECURSIVE POUR V; AVECt € {0,--- ,T}

On a la relation suivante (Equation de Bellman) :

Vi(x) = IL{E]II}IE(Vt+1(ft(x7 U, Wt+1)))

u”(x) € ArgminE (Vt+1 (fe(x,u, Wt+1)))
uel

Preuve : On a obtenu pour V;

Vi(p) = nr(}sin Vip1(1PY)

> Vi(x) = Vi(dx(+))
> Vier1(6:()P)) = E(Vesr ((x, é, W)
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ECRITURE AVEC LA MATRICE DE TRANSITION DE LA
CHAINE DE MARKOV

Equation de Bellman

ueU Z Px th—i-l

Vr(x) = K(x)
(x) € Argergm Z Px yVH-l (y)

Preuve :

> P Via(y) Z]P’(f (x, 1, Wyy) = ¥) Vi ()
Y

= E(Vt+1(]ct(x u, Wt—i—l)))
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HORIZON FINI AVEC COUT INSTANTANE

Le probleme (Py) démarrant en x a I'instant initial t = 0

Vo(x) = XHlelgu ZLt (X, U, Wt+1)+K(XT)

s.c. X, = x fixé,

X :ﬁ(X u,w,,

), Vt=0,...,T -1,

Equation de programmation dynamique

Vi(x) = rj1€iHrJ1E(Lt(x u, W) + Vi (fi(x,u, W, 1)) J

\
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PREUVE

Le probleme (Py) démarrant en x & t = 0 a un cotit V(0,x) o :

?o(z,x) = min E [ZT +K (XT)] )

xX,ucu

s.c. X,=x,2Z,=z, fixées,
Xt+1 =fi (Xt’ u, Wt+1) )
Zt+1:Zt+Lt (Xtvutywt_;'_l), \V/tZO,,T—]_7

v

Le couple (Z, X) est markovien pour des feedbacks : ¢;(z, x).

Equation de Bellman

14

il W,

t+1

):fe(x, 1, W 4))

Vi(z,x) = min E (Vi1 (z + Li(x, 1,
uel

Vr(z,x) = z + K(x)
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PREUVE

On montre que Vi(z,x) = 2+ Vi(x)

v

C’est vrai pour t = T, en effet Vr(z,x) = z + K(x). Puis :

v

\N/t(z,x) = 15161[51 E(z + Le(x,u, W, 1) + Vi (fi(x, u, Wt+1)))

Vi(z,x) =z + 11}161[51 E (L (x, , W, 1) + Vi (fi(x, u, W, 1))

Vi(x)

v

On remarque alors que le min en # € U ne dépend que de x. Le
controle optimal est en feedback seulement sur x.

» On note aussi que Vi(0,x) = Vi(x), ce qui donne I'équation de
Bellman pour le probléeme avec cotit instantané (V).
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PLUS COURT CHEMIN DANS UN GRAPHE

Sile chemin A — B — C — D — E est optimal alors C — D — E est
optimal.

O

Jan

S5
.
: / \ /

o
t=0 D

FIGURE — Plus court chemin
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PRINCIPE DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE

» Plus court chemin pour toutes les paires (7,) du graphes (w; ;
poids de l'arc (i, 7)).

> dfjm) : valeur du plus court chemin allant de i a j avec au plus m

> d¥ = 0sii=jet+4oosinon.
» Principe de programmation dynamique
m) _ i (m—1) - (m=1)
d;’ = min (dij ,1Sirgunr)1k¢j(dik + wkj))

— mi (m—1) )
= 1r§nk1£1n(dik + wk])

> Si pas de cycles de poids négatif alors "~ ou n est le nombre
de noeuds du graphe donne la solution du probleme.
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QUELQUES ELEMENTS TOUJOURS PRESENTS

» Un probléme de départ : trouver "~V est remplacé par une
famille de problemes (4™, m = 0,...,n —1).

Le probleme de départ est bien stir I'un des problemes.
On établit une relation de récurrence entre les d(").
Dans la récurrence apparait un probleme d’optimisation local.

vV v vv

On a remplacé le calcul du plus court chemin par le calcul de la
valeur du plus court chemin.

> Le plus court chemin se retrouve en gardant en mémoire
I'argmin des problémes récursifs.
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RETOUR SUR LE PLUS COURT CHEMIN

» Fonction valeur :

. -1
d” = min (d;"" + wy)

» Comment aller de 7 a j par le plus court chemin. On regarde
I'argmin du probleme

(n—2) _ . (n—1) )
dy ~ = fgkglnwik + wy)

Si cet argmin vaut k* cela veut dire que le plus court chemin
i j=i~kf =
» On regarde alors comment aller de i & k* en au plus n — 2 arcs.
» Noter que d"~1 = (W)~ (dans l'algebre (max, +)) : carré
itérés.
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RECURSION

» Fib(n) = (n <=1)?1: Fib(n — 1) 4 Fib(n — 2).

FIGURE - Fibonacci

\ :
Jean-Philippe CHANCELIER () Mai 2018 22/24



Programmation dynamique

RECURSION

» Complexité exponentielle sil’on y prends garde !

» Solution 1 : partir de (Fib(0), Fib(1)) et calculer itérativement
(plus de récursion).

» Solution 2 : utiliser la récursion mais garder en mémoire les
valeurs déja calculées (fonction a mémoire ou memoization (en
anglais)).
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POUR ALLER PLUS LOIN : COURS DE L’ECOLE
DES PONTS

cours de < Recherche Opérationnelle >,
cours d’« Optimisation et contrdle >,

cours <« Modéliser 1’Aléa >

vV v v Vv

cours < Finance : aspects mathématiques et numériques >
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